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۱ فصل

ریمان–اشتیلیس و ریمان انتگرال

انگیزه و تاریخͬ درآمد ۱ .۱

زیر ͬͺفیزی و هندسͬ مسائل به مفهوم این ریشەهای است. ریاضͬ آنالیز بنیادی ستون دو از ͬͺی مشتق، مانند انتگرال، مفهوم

ͬ گردد: بازم

کرد؟ محاسبه را افقͬ محور و منحنͬ ͷی بین محصور ناحیەای مساحت ͬ توان م چͽونه مساحت: مسئله ●

کرد؟ محاسبه آن سرعت روی از را متحرک جسم ͷی توسط ͬ شده ط مسافت ͬ توان م چͽونه مسافت: مسئله ●

زیر مساحت مانند محدودی مساحت های Exhaustion) of (Ⅿethoⅾ «افنا» روش با ق.م) ۲۱۲ –۲۸۷) ارشمیدس

دقیق مساحت به اضلاع، تعداد افزایش با و ͬ زد م تقریب محیطͬ و محاطͬ ͬ های چندضلع با را ناحیه او کرد. محاسبه را سهمͬ

است. ریمان انتگرال تعریف اصلͬ هسته ایده، این ͬ رسید. م

به را انتگرال حساب حساب)، اساسͬ (قضیه انتگرال و مشتق بین رابطه کشف با لایب نیتس و نیوتن هفدهم، قرن در

نوزدهم قرن در (۱۸۶۶ –۱۸۲۶) ریمان برنارد توسط حد، مفهوم پایه بر انتگرال دقیق تعریف اما کردند. تبدیل قدرتمند ابزاری

است. شده بنا پایین و بالا مجموع های و بازه افراز پایه بر ͬ شود، م نامیده ریمان انتگرال امروزه که تعریف، این شد. صورت بندی

که کرد معرفͬ را ریمان–اشتیلیس انتگرال و داد تعمیم را ریمان تعریف (۱۸۹۴ –۱۸۵۶) اشتیلیس یوآخیم توماس بعدها

را ریمان انتگرال تعمیم، این ͬ شود. م استفاده (∆αi) α صعودی تابع ͷی تغییرات از ،(∆xi) زیربازەها طول جای به آن در

فراوانͬ کاربردهای تابعͬ آنالیز و دیفرانسیل، معادلات احتمال، نظریه در و ͬ گیرد م بر در (α(x) = x) خاص حالت عنوان به

دارد.

طنز نکته

وزن دار مساحت مثل ریمان–اشتیلیس است. ͷباری مستطیل های با نمودار زیر مساحت زدن جمع مثل ریمان انتگرال

دارد. متفاوتͬ وزن قطعه هر است:

پایین و بالا مجموع های و افراز ۲ .۱

(افراز) ۱ .۲ .۲ تعریف ۱ .۲ .۱

است: متناهͬ مجموعەای [a, b] از P افراز باشد. R در بسته بازه ͷی [a, b] کنید فرض

۷



ریمان–اشتیلیس و ریمان انتگرال .۱ ۲فصل فصل — ریاضͬ آنالیز جزوه

P = {x۰, x۱, . . . , xn}

که: طوری به

a = x۰ < x۱ < · · · < xn = b.

از: عبارتند افراز زیربازەهای ͬ نامیم. م x۰, x۱, . . . , xn را افراز نقاط

[x۰, x۱], [x۱, x۲], . . . , [xn−۱, xn].

ͬ دهیم: م نشان ∆xi با را iام زیربازه طول

∆xi = xi − xi−۱ (i = ۱, ۲, . . . , n).

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان ∥P∥ با را P افراز قطر) (یا نرم

∥P∥ = max
۱≤i≤n

∆xi.

ریزتر) (افراز ۲ .۲ .۲ تعریف ۲ .۲ .۱

نقطه هر یعنͬ P؛ ⊆ Q اگر است) P پالایش Q (یا است P از ریزتر Q ͬ گوییم م باشند. [a, b] از افراز دو Q و P کنید فرض

.P ⪯ Q ͬ نویسیم م حالت این در باشد. نیز Q افراز نقطه ،P افراز

هستند). تکەتکەتر Q زیربازەهای (چون ∥Q∥ ≤ ∥P∥ آنگاه باشد، P از ریزتر Q اگر ملاحظه:

ریمان) پایین و بالا (مجموع ۳ .۲ .۲ تعریف ۳ .۲ .۱

مقادیر ،[xi−۱, xi] زیربازه هر برای .[a, b] از افرازی P = {x۰, . . . , xn} و باشد کراندار تابعͬ f : [a, b] → R کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف را زیر

Mi = sup
x∈[xi−۱,xi]

f(x), mi = inf
x∈[xi−۱,xi]

f(x).

هستند. متناهͬ حقیقͬ اعداد mi و Mi که ͬ شود م نتیجه f کرانداری از

:P به نسبت f ریمان بالای مجموع

U(P, f) =

n∑
i=۱

Mi∆xi.

:P به نسبت f ریمان پایین مجموع

L(P, f) =
n∑

i=۱
mi∆xi.

۸
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تعریف روی تفصیلͬ بحث ۴ .۲ .۱

باشد؟ کراندار باید f چرا .۱

بی معنا پایین و بالا مجموع های و زیربازەها، بعضͬ برای mi = −∞ یا Mi = +∞ است ممͺن نباشد، کراندار f اگر

است. لازم شرط f کرانداری ریمان، انتگرال تعریف در دلیل، همین به شوند.

.U(P, f) و L(P, f) بین رابطه .۲

:∆xi > ۰ و i همه برای mi ≤ Mi چون ،P افراز هر برای

L(P, f) =
n∑

i=۱
mi∆xi ≤

n∑
i=۱

Mi∆xi = U(P, f).

هندسͬ. تفسیر .۳

L(P, f) .(Mi (ارتفاع ͬ شوند م شروع y = f(x) منحنͬ بالای از که است مستطیل هایی مساحت مجموع U(P, f)

آنگاه: ،f ≥ ۰ اگر .(mi (ارتفاع ͬ شوند م شروع منحنͬ زیر از که است مستطیل هایی مساحت مجموع

L(P, f) ≤ منحنͬ زیر مساحت ≤ U(P, f).

پالایش) به نسبت (یͺنوایی ۴ .۲ .۲ لم ۵ .۲ .۱

آنگاه: باشند، P ⪯ Q با [a, b] از افراز دو Q و P اگر بیان:

L(P, f) ≤ L(Q, f) ≤ U(Q, f) ≤ U(P, f).

اثبات:

به استدلال این تکرار با کلͬ (حالت باشد شده حاصل P به نقطه ͷی افزودن از Q که کنیم اثبات را حالتͬ است کافͬ

ͬ آید). م دست

شͺستن با P از Q آنگاه .k بعضͬ برای x∗ ∈ (xk−۱, xk) که Q = P ∪ {x∗} و P = {x۰, . . . , xn} کنید فرض

ͬ شود. م حاصل [x∗, xk] و [xk−۱, x
∗] زیربازه دو به [xk−۱, xk] زیربازه

:L(P, f) ≤ L(Q, f) اثبات

دهید: قرار

mk = inf
[xk−۱,xk]

f, m′ = inf
[xk−۱,x∗]

f, m′′ = inf
[x∗,xk]

f.

.m′′ ≥ mk مشابه .m′ ≥ mk داریم ،[xk−۱, x
∗] ⊆ [xk−۱, xk] چون

برابر: L(Q, f) در زیربازه دو سهم است. mk(xk − xk−۱) برابر L(P, f) در [xk−۱, xk] زیربازه سهم

m′(x∗ − xk−۱) +m′′(xk − x∗) ≥ mk(x
∗ − xk−۱) +mk(xk − x∗) = mk(xk − xk−۱).

.L(Q, f) ≥ L(P, f) پس یͺسان اند. زیربازەها سایر

:U(Q, f) ≤ U(P, f) اثبات
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:M ′′ ≤ Mk و M ′ ≤ Mk از استفاده با مشابه

M ′(x∗ − xk−۱) +M ′′(xk − x∗) ≤ Mk(xk − xk−۱).

.U(Q, f) ≤ U(P, f) پس

■ دیدیم. ۳ .۲ .۲ تعریف در :L(Q, f) ≤ U(Q, f) اثبات

دلخواه) افراز دو بین (رابطه ۵ .۲ .۲ لم ۶ .۲ .۱

:[a, b] از P۲ و P۱ افراز دو هر برای بیان:

L(P۱, f) ≤ U(P۲, f).

اثبات:

:۴ .۲ .۲ لم طبق مشترک). (افراز P = P۱ ∪ P۲ دهید قرار

L(P۱, f) ≤ L(P, f) ≤ U(P, f) ≤ U(P۲, f).

■

۶ .۲ .۲ نتیجه ۷ .۲ .۱

و: است کراندار بالا از {L(P, f) : P افراز } مجموعه بیان:

sup
P

L(P, f) ≤ inf
P

U(P, f).

اثبات:

:P۱, P۲ هر برای ،۵ .۲ .۲ لم طبق

L(P۱, f) ≤ U(P۲, f).

:P۱ روی sup گرفتن با

sup
P۱

L(P۱, f) ≤ U(P۲, f) هر .P۲برای

:P۲ روی inf گرفتن با

sup
P۱

L(P۱, f) ≤ inf
P۲

U(P۲, f).

■

۱۰
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ریمان انتگرال تعریف ۳ .۱

ریمان) (انتگرال ۱ .۳ .۲ تعریف ۱ .۳ .۱

اگر: است [a, b] روی ریمان–انتگرال پذیر f ͬ گوییم م باشد. کراندار تابعͬ f : [a, b] → R کنید فرض

sup
P

L(P, f) = inf
P

U(P, f).

ͬ دهیم: م نشان زیر نمادهای با و ͬ نامیم م [a, b] روی f ریمان انتگرال را مشترک مقدار این صورت، این در

∫ b

a
f,

∫ b

a
f(x) dx, R

∫ b

a
f.

ͬ دهیم. م نشان R[a, b] با را [a, b] روی ریمان–انتگرال پذیر توابع مجموعه

تعریف روی تفصیلͬ بحث ۲ .۳ .۱

supL؟ = inf U چرا .۱

ͷنزدی مشترک مقدار ͷی به را پایین و بالا مجموع های بتوانیم اگر است. مساحت کردن» «محاط ایده پایه بر تعریف این

است. موجود انتگرال باشد، برقرار تساوی اگر .supL ≤ inf U همیشه ،۶ .۲ .۲ نتیجه طبق ͬ نامیم. م انتگرال را مقدار آن کنیم،

نامعین. انتگرال با تفاوت .۲

از مفهوم دو این است. (پادمشتق ها) توابع خانواده ͷی
∫
f(x) dx نامعین انتگرال است. عدد ͷی

∫ b
a f معین انتگرال

ͬ شوند. م مرتبط هم به حساب اساسͬ قضیه طریق

.
∫

نماد .۳

یادآور نماد این است. (مجموع) «Suⅿⅿa» مخفف و شد معرفͬ لایب نیتس توسط است) S حرف شبیه (که
∫

نماد

است. ریمان مجموع های

انتگرال پذیری برای ریمان شرط ۴ .۱

ریمان) (شرط ۱ .۴ .۲ قضیه ۱ .۴ .۱

P افرازی ،ε > ۰ هر برای اگر تنها و اگر است ریمان–انتگرال پذیر f آنگاه باشد. کراندار f : [a, b] → R کنید فرض بیان:

که: باشد داشته وجود [a, b] از

U(P, f)− L(P, f) < ε.

اثبات:

تعریف: طبق .
∫ b
a f = I و باشد انتگرال پذیر f کنید فرض (⇒)

sup
P

L(P, f) = inf
P

U(P, f) = I.

که: دارد وجود P۱ افرازی ،sup تعریف طبق ،ε > ۰ برای

۱۱
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L(P۱, f) > I − ε

۲
.

که: دارد وجود P۲ افرازی ،inf تعریف طبق

U(P۲, f) < I +
ε

۲
.

:۴ .۲ .۲ لم طبق .P = P۱ ∪ P۲ دهید قرار

L(P, f) ≥ L(P۱, f) > I − ε

۲
, U(P, f) ≤ U(P۲, f) < I +

ε

۲
.

پس:

U(P, f)− L(P, f) <
(
I +

ε

۲

)
−
(
I − ε

۲

)
= ε.

:۶ .۲ .۲ نتیجه طبق دارد. وجود U(P, f)− L(P, f) < ε با P افرازی ،ε > ۰ هر برای کنید فرض (⇐)

۰ ≤ inf
P

U(P, f)− sup
P

L(P, f) ≤ U(P, f)− L(P, f) < ε.

■ است. انتگرال پذیر f یعنͬ ،inf U = supL است، دلخواه ε > ۰ چون

دنبالەای) (معیار ۲ .۴ .۲ قضیه ۲ .۴ .۱

که: باشد داشته وجود ∥Pn∥ → ۰ با {Pn} مانند افرازها از دنبالەای اگر تنها و اگر است ریمان–انتگرال پذیر f بیان:

lim
n→∞

[U(Pn, f)− L(Pn, f)] = ۰.

اثبات:

ͬ توان م کنید. انتخاب U(Pn, f)−L(Pn, f) < ۱/n با Pn افرازی ،n هر برای است. انتگرال پذیر f کنید فرض (⇒)

است. ممͺن این ،۱ .۴ .۲ قضیه طبق افرازها). کردن ریزتر (با ∥Pn∥ → ۰ کرد فرض

U(Pn, f) − که کنید انتخاب بزرگ کافͬ بەقدر n ،ε > ۰ هر برای باشد، داشته وجود دنبالەای چنین اگر (⇐)

■ است. انتگرال پذیر f ،۱ .۴ .۲ قضیه طبق .L(Pn, f) < ε

پیوسته) توابع (انتگرال پذیری ۳ .۴ .۲ قضیه ۳ .۴ .۱

است. ریمان–انتگرال پذیر f آنگاه باشد، پیوسته f : [a, b] → R اگر بیان:

اثبات:

پیوستگͬ. یͺنواخت :۱ گام

پیوسته یͺنواخت بەطور [a, b] روی f هاینه–کانتور، قضیه طبق است، فشرده [a, b] و است پیوسته [a, b] روی f چون

:|x− y| < δ با x, y ∈ [a, b] هر برای که دارد وجود δ > ۰ عدد ،ε > ۰ هر برای یعنͬ است.
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|f(x)− f(y)| < ε

b− a
.

افراز. انتخاب :۲ گام

کنید. انتخاب ∥P∥ < δ با را P = {x۰, . . . , xn} افراز

.Mi −mi کران گذاری :۳ گام

(طبق هستند زیربازه این روی f مینیمم و ماکسیمم ترتیب به mi و Mi است، پیوسته f چون ،[xi−۱, xi] زیربازه هر روی

.f(vi) = mi و f(ui) = Mi که دارند وجود ui, vi ∈ [xi−۱, xi] نقاط پس کراندار). مقادیر قضیه

پیوستگͬ: یͺنواخت طبق ،|ui − vi| ≤ ∆xi ≤ ∥P∥ < δ چون

Mi −mi = f(ui)− f(vi) <
ε

b− a
.

.U(P, f)− L(P, f) محاسبه :۴ گام

U(P, f)− L(P, f) =
n∑

i=۱
(Mi −mi)∆xi <

ε

b− a

n∑
i=۱

∆xi =
ε

b− a
(b− a) = ε.

■ است. انتگرال پذیر f ،۱ .۴ .۲ قضیه طبق

یͺنوا) توابع (انتگرال پذیری ۴ .۴ .۲ قضیه ۴ .۴ .۱

است. ریمان–انتگرال پذیر f آنگاه باشد، یͺنوا f : [a, b] → R اگر بیان:

اثبات:

است: صعودی f چون ،P = {x۰, . . . , xn} افراز برای است). مشابه نزولͬ (حالت باشد صعودی f کنید فرض

mi = f(xi−۱), Mi = f(xi).

پس:

U(P, f)− L(P, f) =
n∑

i=۱
[f(xi)− f(xi−۱)]∆xi ≤ ∥P∥

n∑
i=۱

[f(xi)− f(xi−۱)].

پس: تلسͺوپی). (مجموع
∑n

i=۱[f(xi)− f(xi−۱)] = f(b)− f(a) اما

U(P, f)− L(P, f) ≤ ∥P∥[f(b)− f(a)].

با P افرازی ،ε > ۰ برای صورت، این غیر در افراز. هر برای U − L = ۰ و است ثابت f آنگاه ،f(b) = f(a) اگر

■ است. انتگرال پذیر f ،۱ .۴ .۲ قضیه طبق .U(P, f)− L(P, f) < ε آنگاه کنید. انتخاب ∥P∥ < ε
f(b)−f(a)

ناپیوستگͬ) متناهͬ تعداد با توابع (انتگرال پذیری ۵ .۴ .۲ قضیه ۵ .۴ .۱

است. ریمان–انتگرال پذیر f آنگاه باشد، ناپیوستگͬ نقطه متناهͬ تعداد دارای و کراندار f : [a, b] → R اگر بیان:

اثبات:
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(که ε
۲kM طول به بازەای cj هر اطراف ،ε > ۰ برای باشند. c۱ < c۲ < · · · < ck ناپیوستگͬ نقاط کنید فرض

است پیوسته f بازەها، این از خارج بنامید.
⋃k

j=۱(cj − δj , cj + δj) را بازەها این مجموعه کنید. انتخاب (M = sup |f |

و ͬ گیرد، نم بر در را ناپیوستگͬ نقاط که بسته زیربازه هر روی ۳ .۴ .۲ قضیه اعمال با هستند). cjها فقط ناپیوستگͬ نقاط (چون

■ گرفت. نتیجه را U − L < ε ͬ توان م ،cj اطراف بازەهای سهم مدیریت

دیریͺله) (تابع ۶ .۴ .۲ مثال ۶ .۴ .۱

دیریͺله: تابع

D(x) =

۱ x ∈ Q

۰ x /∈ Q

نیست. ریمان–انتگرال پذیر [۰, ۱] روی

اثبات:

پس: است. گنگ و گنگ اعداد شامل [xi−۱, xi] زیربازه هر ،[۰, ۱] از P افراز هر برای

Mi = sup
[xi−۱,xi]

D = ۱, mi = inf
[xi−۱,xi]

D = ۰.

پس:

U(P,D) =

n∑
i=۱

۱ ·∆xi = ۱, L(P,D) =

n∑
i=۱

۰ ·∆xi = ۰.

■ ͬ شود. نم برقرار ریمان شرط پس .U − L = ۱ افراز، هر برای

تومه) (تابع ۷ .۴ .۲ مثال ۷ .۴ .۱

funⅽtion): (Rieⅿann تومه تابع

R(x) =


۱
q x = p

q ∈ Q با gcd(p, q) = ۱, q > ۰

۰ x /∈ Q

.
∫ ۱

۰ R = ۰ و است ریمان–انتگرال پذیر [۰, ۱] روی

کلͬ): (طرح اثبات

ͷکوچ بازەهای با را نقاط این دارد. وجود [۰, ۱] در ۱/q ≥ ε با x = p/q گنگ اعداد متناهͬ تعداد ،ε > ۰ برای

■ ͬ آید. م دست به U(P,R)− L(P,R) < ۲ε افراز، مناسب مدیریت با .R(x) < ε بازەها، این از خارج ͬ پوشانیم. م

ریمان انتگرال خواص ۵ .۱

انتگرال) بودن (خطͬ ۱ .۵ .۲ قضیه ۱ .۵ .۱

و: ،cf ∈ R[a, b] ،f + g ∈ R[a, b] آنگاه ،c ∈ R و f, g ∈ R[a, b] اگر بیان:
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∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g,

∫ b

a
cf = c

∫ b

a
f.

اثبات:

.f + g انتگرال پذیری :۱ گام

:P افراز هر برای

U(P, f + g) ≤ U(P, f) + U(P, g), L(P, f + g) ≥ L(P, f) + L(P, g).

(.inf(f + g) ≥ inf f + inf g و sup[xi−۱,xi](f + g) ≤ sup f + sup g (چون

پس:

U(P, f + g)− L(P, f + g) ≤ [U(P, f)− L(P, f)] + [U(P, g)− L(P, g)].

که: دارند وجود P۱, P۲ افرازهای ε > ۰ برای انتگرال پذیرند، f, g چون

U(P۱, f)− L(P۱, f) <
ε

۲
, U(P۲, g)− L(P۲, g) <

ε

۲
.

:۴ .۲ .۲ لم طبق .P = P۱ ∪ P۲ دهید قرار

U(P, f)− L(P, f) ≤ U(P۱, f)− L(P۱, f) <
ε

۲
,

U(P, g)− L(P, g) ≤ U(P۲, g)− L(P۲, g) <
ε

۲
.

پس:

U(P, f + g)− L(P, f + g) < ε.

است. انتگرال پذیر f + g ،۱ .۴ .۲ قضیه طبق

.
∫
(f + g) محاسبه :۲ گام

:P افراز هر برای

L(P, f) + L(P, g) ≤ L(P, f + g) ≤ sup
P

L(P, f + g) =

∫
(f + g).

:P روی گرفتن sup با

∫
f +

∫
g ≤

∫
(f + g).

:U با مشابه
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∫
(f + g) ≤

∫
f +

∫
g.

است. برقرار تساوی پس

.cf انتگرال پذیری :۳ گام

.L(P, cf) = cL(P, f) و U(P, cf) = cU(P, f) :c ≥ ۰ اگر

.L(P, cf) = cU(P, f) و U(P, cf) = cL(P, f) :c < ۰ اگر

ͬ شود. م ε از کمتر مناسب P انتخاب با که ،U(P, cf) − L(P, cf) = |c|[U(P, f) − L(P, f)] حالت، دو هر در

■ است. خطͬ نیز انتگرال مقدار

انتگرال) (یͺنوایی ۲ .۵ .۲ قضیه ۲ .۵ .۱

آنگاه: ،x ∈ [a, b] همه برای f(x) ≤ g(x) و f, g ∈ R[a, b] اگر بیان:

∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g.

اثبات:

پس: .mi(f) ≤ mi(g) و Mi(f) ≤ Mi(g) داریم ،f ≤ g چون ،P افراز هر برای

U(P, f) ≤ U(P, g).

:P روی گرفتن inf با

∫
f = inf

P
U(P, f) ≤ inf

P
U(P, g) =

∫
g.

■

۳ .۵ .۲ نتیجه ۳ .۵ .۱

آنگاه: ،x همه برای m ≤ f(x) ≤ M و f ∈ R[a, b] اگر

m(b− a) ≤
∫ b

a
f ≤ M(b− a).

■ .M و m ثابت توابع روی ۲ .۵ .۲ قضیه اعمال با اثبات:

انتگرال) بودن (جمعͬ ۴ .۵ .۲ قضیه ۴ .۵ .۱

و: f ∈ R[a, c] آنگاه ،f ∈ R[b, c] و f ∈ R[a, b] اگر بیان:

∫ c

a
f =

∫ b

a
f +

∫ c

b
f.

اثبات:

۱۶



ریمان–اشتیلیس و ریمان انتگرال .۱ ۲فصل فصل — ریاضͬ آنالیز جزوه

.[a, c] روی انتگرال پذیری :۱ گام

U(P۲, f)−L(P۲, f) < ε/۲ و U(P۱, f)−L(P۱, f) < ε/۲ با [b, c] از P۲ و [a, b] از P۱ افرازهای ،ε > ۰ برای

و: است [a, c] از افرازی این .P = P۱ ∪ P۲ دهید قرار کنید. انتخاب

U(P, f)− L(P, f) = [U(P۱, f)− L(P۱, f)] + [U(P۲, f)− L(P۲, f)] < ε.

است. انتگرال پذیر [a, c] روی f پس

انتگرال. محاسبه :۲ گام

داریم: است. [b, c] افراز P۲ و [a, b] افراز P۱ که P = P۱ ∪ P۲ ͬ شود، م شامل را b که [a, c] از P افراز هر برای

L(P, f) = L(P۱, f) + L(P۲, f).

:P روی گرفتن sup با

∫ c

a
f =

∫ b

a
f +

∫ c

b
f.

■

معکوس) حدود با (انتگرال ۵ .۵ .۲ تعریف ۵ .۵ .۱

ͬ کنیم: م قرارداد

∫ a

b
f = −

∫ b

a
f.

:a = b برای و

∫ a

a
f = ۰.

است. برقرار a, b, c ترتیب هر برای بودن جمعͬ رابطه قرارداد، این با

مطلق) قدر (انتگرال ۶ .۵ .۲ قضیه ۶ .۵ .۱

و: |f | ∈ R[a, b] آنگاه ،f ∈ R[a, b] اگر بیان:

∣∣∣∣∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f |.

اثبات:

.|f | انتگرال پذیری :۱ گام

داریم: زیربازه، هر برای

|Mi(f)−mi(f)| ≥ |Mi(|f |)−mi(|f |)|.
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پس: ͬ شود.) م نتیجه ||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| نامساوی از (این

U(P, |f |)− L(P, |f |) ≤ U(P, f)− L(P, f).

است. انتگرال پذیر |f | پس .U(P, |f |)− L(P, |f |) < ε مناسب، P انتخاب با

نامساوی. :۲ گام

:(۲ .۵ .۲ (قضیه یͺنوایی و −|f | ≤ f ≤ |f | از

−
∫

|f | ≤
∫

f ≤
∫

|f | =⇒
∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫
|f |.

■

انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه ۶ .۱

اول) بخش — اساسͬ (قضیه ۱ .۶ .۲ قضیه ۱ .۶ .۱

ͬ کنیم: م تعریف را F : [a, b] → R تابع باشد. ریمان–انتگرال پذیر f : [a, b] → R کنید فرض بیان:

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt.

و: است مشتق پذیر x۰ در F آنگاه باشد، پیوسته x۰ ∈ (a, b) نقطه در f اگر

F ′(x۰) = f(x۰).

اثبات:

.F (x۰ + h)− F (x۰) محاسبه :۱ گام

:(۴ .۵ .۲ (قضیه انتگرال بودن جمعͬ طبق

F (x۰ + h)− F (x۰) =

∫ x۰+h

a
f −

∫ x۰

a
f =

∫ x۰+h

x۰

f.

است.) برقرار ۵ .۵ .۲ قرارداد با h < ۰ و h > ۰ برای رابطه (این

تفاضلͬ. نسبت تشͺیل :۲ گام

F (x۰ + h)− F (x۰)

h
=

۱
h

∫ x۰+h

x۰

f(t) dt.

.f(x۰) با تفاضل :۳ گام

F (x۰ + h)− F (x۰)

h
− f(x۰) =

۱
h

∫ x۰+h

x۰

f(t) dt− f(x۰) =
۱
h

∫ x۰+h

x۰

[f(t)− f(x۰)] dt.

(. ۱
h

∫ x۰+h
x۰

f(x۰) dt = f(x۰) (چون

۱۸
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کران گذاری. :۴ گام

:|t− x۰| < δ برای که دارد وجود δ > ۰ عدد ،ε > ۰ برای است، پیوسته x۰ در f چون

|f(t)− f(x۰)| < ε.

پس: ͬ کنند. م صدق بالا شرط در x۰ + h و x۰ بین بازه در t همه ،|h| < δ برای

∣∣∣∣F (x۰ + h)− F (x۰)

h
− f(x۰)

∣∣∣∣ ≤ ۱
|h|

∣∣∣∣∫ x۰+h

x۰

|f(t)− f(x۰)| dt
∣∣∣∣ ≤ ۱

|h|
· ε · |h| = ε.

نتیجه. :۵ گام

lim
h→۰

F (x۰ + h)− F (x۰)

h
= f(x۰) =⇒ F ′(x۰) = f(x۰).

■

۲ .۶ .۲ نتیجه ۲ .۶ .۱

پادمشتق ͷی F یعنͬ .F ′ = f و است مشتق پذیر (a, b) روی F (x) =
∫ x
a f(t) dt آنگاه باشد، پیوسته [a, b] روی f اگر

است. f برای

دوم) بخش — اساسͬ (قضیه ۳ .۶ .۲ قضیه ۳ .۶ .۱

و است مشتق پذیر (a, b) روی که باشد پیوسته تابعͬ F : [a, b] → R و باشد ریمان–انتگرال پذیر f : [a, b] → R اگر بیان:

آنگاه: ،x ∈ (a, b) همه برای F ′(x) = f(x)

∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).

اثبات:

ⅯVT. و افراز :۱ گام

(xi−۱, xi) روی و پیوسته F تابع ،[xi−۱, xi] زیربازه هر روی .[a, b] از افرازی P = {x۰, . . . , xn} کنید فرض

که: دارد وجود ξi ∈ (xi−۱, xi) نقطەای ،(۱ .۱۲ .۱ (قضیه میانگین مقدار قضیه طبق است. مشتق پذیر

F (xi)− F (xi−۱) = F ′(ξi)(xi − xi−۱) = f(ξi)∆xi.

تلسͺوپی. مجموع :۲ گام

F (b)− F (a) =
n∑

i=۱
[F (xi)− F (xi−۱)] =

n∑
i=۱

f(ξi)∆xi.

.(ξi نمونه نقاط (با است f برای ریمان مجموع ͷی راست، سمت

گرفتن. حد :۳ گام

۱۹
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تعریف از نتیجه (این ͬ کنند م میل
∫ b
a f به ریمان مجموع های ،∥P∥ → ۰ با افراز دنباله هر برای است، انتگرال پذیر f چون

پس: ͬ آید). م دست به ۲ .۴ .۲ قضیه و انتگرال

F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x) dx.

■

تفصیلͬ بحث ۴ .۶ .۱

بخش. دو بین رابطه .۱

کل (روی مشتق انتگرال ͬ گوید: م دوم بخش است. تابع خود برابر بالایی) حد به (نسبت انتگرال مشتق ͬ گوید: م اول بخش

معرفͬ یͺدیͽر معکوس عمل عنوان به را انتگرال و مشتق عمل دو، این است. انتهایی نقاط در تابع مقادیر تفاضل برابر بازه)

ͬ کنند. م

اول. بخش در f پیوستگͬ شرط .۲

است ممͺن باشد، ناپیوسته x۰ در ولͬ باشد انتگرال پذیر فقط f اگر است. لازم شرط x۰ در f پیوستگͬ اول، بخش در

نیست. مشتق پذیر x = ۰ در که F (x) = |x| − ۱ ،[−۱, ۱] روی f(x) = sgn(x) مثال: باشد. نداشته وجود F ′(x۰)

دوم. بخش در F پیوستگͬ شرط .۳

رابطه نباشد، پیوسته انتهایی نقاط در ولͬ باشد مشتق پذیر (a, b) روی فقط F اگر باشد. پیوسته باید F دوم، بخش در

نباشد. برقرار است ممͺن

انتگرال. محاسبه در کاربرد .۴

حساب را F (b) − F (a) و کنیم پیدا را F پادمشتق است کافͬ است: معین انتگرال های محاسبه اصلͬ ابزار دوم بخش

کنیم.

۴ .۶ .۲ مثال ۵ .۶ .۱

کنید. حساب حساب اساسͬ قضیه با را
∫ ۱

۰ x۲ dx

حل:

پس: است. F (x) = x۳

۳ برابر f(x) = x۲ پادمشتق

∫ ۱

۰
x۲ dx = F (۱)− F (۰) = ۱

۳
− ۰ =

۱
۳
.

۵ .۶ .۲ مثال ۶ .۶ .۱

کنید. حساب را
∫ π

۰ sinx dx

حل:

پس: است. − cosx برابر sinx پادمشتق

∫ π

۰
sinx dx = [− cosx]π۰ = − cosπ − (− cos ۰) = −(−۱)− (−۱) = ۲.

۲۰
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متغیر تغییر قضایای ۷ .۱

اول) نسخه — متغیر (تغییر ۱ .۷ .۲ قضیه ۱ .۷ .۱

با مشتق پذیر (a, b) روی ϕ و ،ϕ(b) = d ،ϕ(a) = c باشد، صعودی اکیداً و پیوسته ϕ : [a, b] → [c, d] کنید فرض بیان:

آنگاه: باشد، پیوسته f : [c, d] → R اگر باشد. پیوسته ϕ′

∫ d

c
f(x) dx =

∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

اثبات:

پادمشتق. :۱ گام

H(t) = تابع دارد. وجود F ′ = f با F پادمشتق است، پیوسته f چون ،(۳ .۶ .۲ (قضیه حساب اساسͬ قضیه طبق

ͬ کنیم. م تعریف را F (ϕ(t))

.H مشتق :۲ گام

:(۱ .۷ .۱ (قضیه زنجیرەای قاعده طبق

H ′(t) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t).

حساب. اساسͬ قضیه اعمال :۳ گام

∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ b

a
H ′(t) dt = H(b)−H(a) = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) = F (d)− F (c).

و:

∫ d

c
f(x) dx = F (d)− F (c).

■ برابرند. طرف دو پس

دوم) نسخه — متغیر (تغییر ۲ .۷ .۲ قضیه ۲ .۷ .۱

آنگاه: ،(ϕ(b) = c ،ϕ(a) = d (با باشد نزولͬ اکیداً ϕ اگر بیان:

∫ d

c
f(x) dx = −

∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

■ .ϕ′ < ۰ علامت و ϕ(b)− ϕ(a) = c− d = −(d− c) به توجه با مشابه، اثبات:

۳ .۷ .۲ نکته ۳ .۷ .۱

حسب بر نیز انتگرال حدود .dx = ϕ′(t) dt و ͬ نویسیم م x = ϕ(t) یا u = ϕ(t) صورت به را متغیر تغییر اغلب عمل، در

ͬ کنند. م تغییر جدید متغیر

۲۱
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۴ .۷ .۲ مثال ۴ .۷ .۱

کنید. حساب را
∫ ۱

۰ x
√

۱ − x۲ dx

حل:

.x = ۱ =⇒ u = ۰ ،x = ۰ =⇒ u = ۱ حدود: .x dx = −du
۲ و du = −۲x dx پس ،u = ۱−x۲ دهید قرار

پس:

∫ ۱

۰
x
√

۱ − x۲ dx =

∫ ۰

۱

√
u

(
−du

۲

)
=

۱
۲

∫ ۱

۰
u۱/۲ du =

۱
۲
· ۲

۳
=

۱
۳
.

۵ .۷ .۲ مثال ۵ .۷ .۱

کنید. حساب را
∫ π/۲

۰ sinx cosx dx

حل:

پس: .x = π/۲ =⇒ u = ۱ ،x = ۰ =⇒ u = ۰ حدود: .du = cosx dx پس ،u = sinx دهید قرار

∫ π/۲

۰
sinx cosx dx =

∫ ۱

۰
u du =

۱
۲
.

ریمان–اشتیلیس انتگرال ۸ .۱

ریمان–اشتیلیس) (انتگرال ۱ .۸ .۲ تعریف ۱ .۸ .۱

دهید: قرار ،P = {x۰, . . . , xn} افراز برای کراندار. f : [a, b] → R و باشد صعودی تابعͬ α : [a, b] → R کنید فرض

∆αi = α(xi)− α(xi−۱) ≥ ۰.

ریمان–اشتیلیس: بالای مجموع

U(P, f, α) =

n∑
i=۱

Mi∆αi.

ریمان–اشتیلیس: پایین مجموع

L(P, f, α) =
n∑

i=۱
mi∆αi.

مقدار این و است انتگرال پذیر ریمان–اشتیلیس α به نسبت f ͬ گوییم م ،supP L(P, f, α) = infP U(P, f, α) اگر

با: را مشترک

∫ b

a
f dα,

∫ b

a
f(x) dα(x)

ͬ دهیم. م نشان

۲۲
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۲ .۸ .۲ ملاحظه ۲ .۸ .۱

حالت ریمان انتگرال پس ͬ شود. م تبدیل ریمان انتگرال به ریمان–اشتیلیس انتگرال و ∆αi = ∆xi آنگاه ،α(x) = x اگر

است. ریمان–اشتیلیس انتگرال از خاصͬ

ریمان–اشتیلیس) برای ریمان (شرط ۳ .۸ .۲ قضیه ۳ .۸ .۱

که: باشد داشته وجود P افرازی ،ε > ۰ هر برای اگر تنها و اگر است انتگرال پذیر (صعودی) α به نسبت f بیان:

U(P, f, α)− L(P, f, α) < ε.

■ .∆xi جای به ∆αi با ۱ .۴ .۲ قضیه مشابه اثبات:

(α به نسبت بودن (خطͬ ۴ .۸ .۲ قضیه ۴ .۸ .۱

آنگاه: ،c۱, c۲ ≥ ۰ و باشد انتگرال پذیر β و α به نسبت f اگر بیان:

∫
f d(c۱α+ c۲β) = c۱

∫
f dα+ c۲

∫
f dβ.

■ ͬ شوند. م خطͬ پایین و بالا مجموع های پس ،∆(c۱α+ c۲β)i = c۱∆αi + c۲∆βi اثبات:

(f به نسبت بودن (خطͬ ۵ .۸ .۲ قضیه ۵ .۸ .۱

:c ∈ R و باشند انتگرال پذیر α به نسبت f, g اگر بیان:

∫
(f + g) dα =

∫
f dα+

∫
g dα,

∫
cf dα = c

∫
f dα.

■ .۱ .۵ .۲ قضیه مشابه اثبات:

(یͺنوایی) ۶ .۸ .۲ قضیه ۶ .۸ .۱

باشند: انتگرال پذیر α به نسبت دو هر و f ≤ g اگر بیان:

∫
f dα ≤

∫
g dα.

■ .۲ .۵ .۲ قضیه مشابه اثبات:

بودن) (جمعͬ ۷ .۸ .۲ قضیه ۷ .۸ .۱

باشد: انتگرال پذیر [b, c] و [a, b] روی α به نسبت f اگر بیان:

∫ c

a
f dα =

∫ b

a
f dα+

∫ c

b
f dα.

■ .۴ .۵ .۲ قضیه مشابه اثبات:

۲۳
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(جزء بەجزء) ۸ .۸ .۲ قضیه ۸ .۸ .۱

آنگاه: باشند)، موجود
∫
αdf و

∫
f dα (یعنͬ باشد انتگرال پذیر f به نسبت α و انتگرال پذیر α به نسبت f اگر بیان:

∫ b

a
f dα+

∫ b

a
αdf = f(b)α(b)− f(a)α(a).

اثبات:

جمع بندی. اتحاد :۱ گام

:P = {x۰, . . . , xn} افراز برای

f(b)α(b)− f(a)α(a) =

n∑
i=۱

[f(xi)α(xi)− f(xi−۱)α(xi−۱)].

تجزیه. :۲ گام

ͬ نویسیم: م را جمله هر

f(xi)α(xi)− f(xi−۱)α(xi−۱) = f(xi)[α(xi)− α(xi−۱)] + α(xi−۱)[f(xi)− f(xi−۱)].

جمع. :۳ گام

f(b)α(b)− f(a)α(a) =
n∑

i=۱
f(xi)∆αi +

n∑
i=۱

α(xi−۱)∆fi.

گرفتن. حد :۴ گام

■ ͬ کند. م میل
∫
αdf به دوم جمله و

∫
f dα به اول جمله افراز، کردن ریزتر با

ریمان) به ریمان–اشتیلیس (تبدیل ۹ .۸ .۲ قضیه ۹ .۸ .۱

fα′ و انتگرال پذیر α به نسبت f اگر باشد. ریمان–انتگرال پذیر α′ با (a, b) روی مشتق پذیر و صعودی α کنید فرض بیان:

آنگاه: باشد، ریمان–انتگرال پذیر

∫ b

a
f dα =

∫ b

a
f(x)α′(x) dx.

اثبات:

.α روی ⅯVT :۱ گام

زیربازه: هر روی میانگین مقدار قضیه طبق ،P = {x۰, . . . , xn} افراز برای

∆αi = α(xi)− α(xi−۱) = α′(ξi)∆xi

.ξi ∈ (xi−۱, xi) برای

بالا. مجموع :۲ گام

۲۴
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U(P, f, α) =

n∑
i=۱

Mi∆αi =

n∑
i=۱

Miα
′(ξi)∆xi.

.fα′ ریمان مجموع با مقایسه :۳ گام

مجموع این افراز، کردن ریزتر با .(ξi نمونه نقاط (با است fα′ برای ریمان مجموع ͷی
∑n

i=۱ Miα
′(ξi)∆xi مجموع

■ ͬ کند. م میل
∫ b
a fα′ dx به

۱۰ .۸ .۲ مثال ۱۰ .۸ .۱

کنید. حساب را
∫ ۱

۰ x d(x۲)

حل:

:۹ .۸ .۲ قضیه طبق .α′(x) = ۲x پس ،α(x) = x۲

∫ ۱

۰
x d(x۲) =

∫ ۱

۰
x · ۲x dx = ۲

∫ ۱

۰
x۲ dx = ۲ · ۱

۳
=

۲
۳
.

۱۱ .۸ .۲ مثال ۱۱ .۸ .۱

کنید. حساب را
∫ ۱

۰ x۲ d(ex)

حل:

پس: .α′(x) = ex ،α(x) = ex

∫ ۱

۰
x۲ d(ex) =

∫ ۱

۰
x۲ex dx.

جزء بەجزء: با

= [x۲ex]۱۰ − ۲
∫ ۱

۰
xex dx = e− ۲[xex − ex]۱۰ = e− ۲(e− e+ ۱) = e− ۲.

انتگرال ها میانگین و میانͬ مقدار قضیه ۹ .۱

انتگرال) برای میانͬ مقدار (قضیه ۱ .۹ .۲ قضیه ۱ .۹ .۱

که: دارد وجود c ∈ (a, b) نقطەای آنگاه باشد، پیوسته f : [a, b] → R اگر بیان:

∫ b

a
f(x) dx = f(c)(b− a).

اثبات:

کران گذاری. :۱ گام

:x همه برای پس ͬ رسد. م خود m مینیمم و M ماکسیمم به است، [a, b] روی پیوسته f چون

m ≤ f(x) ≤ M.
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انتگرال. یͺنوایی :۲ گام

:۳ .۵ .۲ نتیجه طبق

m(b− a) ≤
∫ b

a
f ≤ M(b− a).

.b− a بر تقسیم :۳ گام

m ≤ ۱
b− a

∫ b

a
f ≤ M.

IVT. اعمال :۴ گام

c ∈ (a, b) نقطەای پیوسته، توابع برای میانͬ مقدار قضیه طبق است، M و m بین عددی ۱
b−a

∫ b
a f و است پیوسته f چون

که: دارد وجود

f(c) =
۱

b− a

∫ b

a
f =⇒

∫ b

a
f = f(c)(b− a).

■

وزن دار) میانگین (قضیه ۲ .۹ .۲ قضیه ۲ .۹ .۱

که: دارد وجود c ∈ (a, b) نقطەای آنگاه باشد، g ≥ ۰ با انتگرال پذیر g : [a, b] → R و پیوسته f : [a, b] → R اگر بیان:

∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a
g(x) dx.

اثبات:

کران گذاری. :۱ گام

:g ≥ ۰ چون .m ≤ f ≤ M است، پیوسته f چون

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x).

یͺنوایی. :۲ گام

m

∫ b

a
g ≤

∫ b

a
fg ≤ M

∫ b

a
g.

.
∫
g = ۰ حالت :۳ گام

.(c (هر است بدیهͬ حͺم .
∫
fg = ۰ و همەجا تقریباً g = ۰ ͬ شود م نتیجه ،g ≥ ۰ چون ،

∫ b
a g = ۰ اگر

.
∫
g > ۰ حالت :۴ گام

m ≤
∫
fg∫
g

≤ M.

■ .f(c) =
∫
fg∫
g

با c ∈ (a, b) IVT، طبق
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ناسره انتگرال های ۱۰ .۱

اول) نوع ناسره (انتگرال ۱ .۱۰ .۲ تعریف ۱ .۱۰ .۱

زیر صورت به را [a,∞) روی f ناسره انتگرال باشد. ریمان–انتگرال پذیر [a, b] بازه هر روی f : [a,∞) → R کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف

∫ ∞

a
f(x) dx = lim

b→∞

∫ b

a
f(x) dx

است. واگرا صورت، این غیر در است. همͽرا انتگرال ͬ گوییم م صورت این در باشد. موجود حد این که شرطͬ به

دوم) نوع ناسره (انتگرال ۲ .۱۰ .۲ تعریف ۲ .۱۰ .۱

روی f ناسره انتگرال شود. بی نهایت a در f و باشد ریمان–انتگرال پذیر [a+ ϵ, b] بازه هر روی f : (a, b] → R کنید فرض

:(a, b]

∫ b

a
f(x) dx = lim

ϵ→۰+

∫ b

a+ϵ
f(x) dx.

مقایسه) (آزمون ۳ .۱۰ .۲ قضیه ۳ .۱۰ .۱

آنگاه: .x ≥ a برای ۰ ≤ f(x) ≤ g(x) کنید فرض بیان:

است. همͽرا
∫∞
a f باشد، همͽرا

∫∞
a g اگر .۱

است. واگرا
∫∞
a g باشد، واگرا

∫∞
a f اگر .۲

اثبات:

،f ≤ g چون است. کراندار G(b) =
∫ b
a g باشد، همͽرا

∫∞
a g اگر .(f ≥ ۰ (چون است صعودی F (b) =

∫ b
a f تابع

است. موجود limb→∞ F (b) حد پس است، کراندار و صعودی F پس .F (b) ≤ G(b) ≤
∫∞
a g < ∞

■ .(۱) نقیض عکس (۲)

(p⁃انتگرال) ۴ .۱۰ .۲ قضیه ۴ .۱۰ .۱

بیان:

∫ ∞

۱

dx

xp

.p > ۱ اگر تنها و اگر است همͽرا

اثبات:

:p ̸= ۱ اگر

∫ b

۱
x−p dx =

[
x۱−p

۱ − p

]b
۱
=

b۱−p − ۱
۱ − p

.

۲۷



ریمان–اشتیلیس و ریمان انتگرال .۱ ۲فصل فصل — ریاضͬ آنالیز جزوه

موجود. ۱
p−۱ حد .b → ∞ وقتͬ b۱−p → ۰ پس ،۱ − p < ۰ :p > ۱ اگر ●

واگرا. .b۱−p → ∞ پس ،۱ − p > ۰ :p < ۱ اگر ●

:p = ۱ اگر

∫ b

۱

dx

x
= ln b → ∞.

■ واگرا.

دوم) نوع (p⁃انتگرال ۵ .۱۰ .۲ قضیه ۵ .۱۰ .۱

بیان:

∫ ۱

۰

dx

xp

.p < ۱ اگر تنها و اگر است همͽرا

اثبات:

:p ̸= ۱ اگر

∫ ۱

ϵ
x−p dx =

[
x۱−p

۱ − p

]۱

ϵ

=
۱ − ϵ۱−p

۱ − p
.

موجود. ۱
۱−p حد .ϵ → ۰+ وقتͬ ϵ۱−p → ۰ پس ،۱ − p > ۰ :p < ۱ اگر ●

واگرا. .ϵ۱−p → ∞ پس ،۱ − p < ۰ :p > ۱ اگر ●

■ واگرا. .
∫ ۱
ϵ

dx
x = − ln ϵ → ∞ :p = ۱ اگر

۶ .۱۰ .۲ مثال ۶ .۱۰ .۱

کنید. حساب را
∫∞

۱
dx
x۲

حل:

∫ ∞

۱

dx

x۲ = lim
b→∞

[
−۱
x

]b
۱
= lim

b→∞

(
۱ − ۱

b

)
= ۱.

همͽرا.

۷ .۱۰ .۲ مثال ۷ .۱۰ .۱

کنید. حساب را
∫ ۱

۰
dx√
x

حل:

∫ ۱

۰

dx√
x
= lim

ϵ→۰+
[۲
√
x]۱ϵ = lim

ϵ→۰+
(۲ − ۲

√
ϵ) = ۲.
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همͽرا.

۸ .۱۰ .۲ مثال ۸ .۱۰ .۱

کنید. حساب را
∫∞

۰ e−x dx

حل:

∫ ∞

۰
e−x dx = lim

b→∞
[−e−x]b۰ = lim

b→∞
(۱ − e−b) = ۱.

همͽرا.

فصل خلاصه ۱۱ .۱

کردیم: بررسͬ کامل اثبات با را زیر قضایای و مفاهیم فصل، این در

تعاریف:

ریزتر. افراز افراز، نرم افراز، ●

ریمان. پایین و بالا مجموع ●

ریمان. انتگرال ●

ریمان–اشتیلیس. انتگرال ●

دوم). و اول (نوع ناسره انتگرال ●

قضایا:

.(۴ .۲ .۲ (لم پالایش به نسبت مجموع ها یͺنوایی ●

.(۵ .۲ .۲ (لم دلخواه افراز دو بین رابطه ●

.(۶ .۲ .۲ (نتیجه supL ≤ inf U ●

.(۱ .۴ .۲ (قضیه انتگرال پذیری برای ریمان شرط ●

.(۲ .۴ .۲ (قضیه دنبالەای معیار ●

.(۳ .۴ .۲ (قضیه پیوسته توابع انتگرال پذیری ●

.(۴ .۴ .۲ (قضیه یͺنوا توابع انتگرال پذیری ●

.(۵ .۴ .۲ (قضیه ناپیوستگͬ متناهͬ تعداد با توابع انتگرال پذیری ●

.(۱ .۵ .۲ (قضیه انتگرال بودن خطͬ ●

.(۲ .۵ .۲ (قضیه انتگرال یͺنوایی ●
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.(۴ .۵ .۲ (قضیه انتگرال بودن جمعͬ ●

.(۶ .۵ .۲ (قضیه مطلق قدر انتگرال ●

.(۱ .۶ .۲ (قضیه اول بخش — حساب اساسͬ قضیه ●

.(۳ .۶ .۲ (قضیه دوم بخش — حساب اساسͬ قضیه ●

.(۱ .۷ .۲ (قضیه متغیر تغییر ●

.(۳ .۸ .۲ (قضیه ریمان–اشتیلیس برای ریمان شرط ●

.(۵ .۸ .۲ و ۴ .۸ .۲ (قضایای ریمان–اشتیلیس بودن خطͬ ●

.(۶ .۸ .۲ (قضیه ریمان–اشتیلیس یͺنوایی ●

.(۷ .۸ .۲ (قضیه ریمان–اشتیلیس بودن جمعͬ ●

.(۸ .۸ .۲ (قضیه جزء بەجزء ●

.(۹ .۸ .۲ (قضیه ریمان به ریمان–اشتیلیس تبدیل ●

.(۱ .۹ .۲ (قضیه انتگرال میانͬ مقدار ●

.(۲ .۹ .۲ (قضیه وزن دار میانگین ●

.(۳ .۱۰ .۲ (قضیه مقایسه آزمون ●

.(۵ .۱۰ .۲ و ۴ .۱۰ .۲ (قضایای p⁃انتگرال ●

مثال ها:

(انتگرال ناپذیر). دیریͺله تابع ●

صفر). انتگرال با (انتگرال پذیر تومه تابع ●

حساب. اساسͬ قضیه با معین انتگرال های محاسبه ●

انتگرال ها. در متغیر تغییر ●

مختلف. توابع به نسبت ریمان–اشتیلیس ●

واگرا. و همͽرا ناسره انتگرال های ●

رایج: اشتباهات

ناپیوسته. توابع انتگرال پذیری تصور ●

کرانداری. شرط کردن فراموش ●

.∆αi و ∆xi بین اشتباه ●
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متغیر. تغییر در حدود تغییر کردن فراموش ●

ناسره. انتگرال های همͽرایی تشخیص در اشتباه ●

۳۱
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